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Ñëåäóþùèé ñïèñîê çàäà÷ äëÿ ñåìèíàðîâ îñíîâàí íà ëèñòî÷êàõ, ïîä-
ãîòîâëåííûõ À.Â. Çàáðîäèíûì. Ëþáàÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå çàäà÷, çà
èñêëþ÷åíèåì çàäà÷ ñî çâåçäî÷êîé, ìîæåò âñòðåòèòüñÿ íà ïðîìåæóòî÷-
íîé êîíòðîëüíîé èëè èòîãîâîì ýêçàìåíå (à â êà÷åñòâå áîíóñíîé çàäà÷è
ìîæåò âñòðåòèòüñÿ è çàäà÷à ñî çâåçäî÷êîé).
Åñëè çàäà÷à ïîìå÷åíà êàê (ÄÇ), òî îíà ìîæåò âñòðåòèòüñÿ â äîìàø-

íåì çàäàíèè. Ýòè çàäà÷è ìîæíî îáñóæäàòü íà ñåìèíàðå, íî òîëüêî ïî
èíèöèàòèâå ñòóäåíòîâ, ïûòàâøèõñÿ èõ ðåøèòü, íî èñïûòàâøèõ êàêèå-
ëèáî ñëîæíîñòè. Öåëüþ îáñóæäåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïðåîäîëåíèå
âîçíèêøèõ ñëîæíîñòåé.
Åñëè çàäà÷à ïîìå÷åíà çâåçäî÷êîé, òî ðàçáîð åå ðåøåíèÿ íà ñåìèíàðå

ñëåäóåò îòëîæèòü íà íåêîòîðîå âðåìÿ � ÷òîáû ñòóäåíòû ìîãëè ñàìîñòî-
ÿòåëüíî íàä íåé ïîäóìàòü. Çàäà÷è ñî çâåçäî÷êîé ìîæíî ñäàâàòü ëè÷íî
ïðåïîäàâàòåëþ âíå ñåìèíàðñêèõ ÷àñîâ. Ïðåïîäàâàòåëü ìîæåò óñòàíàâëè-
âàòü äåäëàéíû ïî îòäåëüíûì çàäà÷àì ñî çâåçäî÷êîé òàê, ÷òî äî äåäëàéíà
ìîæíî ýòó çàäà÷ó ñäàâàòü â èíäèâèäóàëüíîì ïîðÿäêå, à ïîñëå äåäëàéíà
çàäà÷à ìîæåò áûòü ðàçîáðàíà íà ñåìèíàðå, åñëè âîçíèêíåò òàêîé çàïðîñ
ñî ñòîðîíû ñòóäåíòîâ.

Çàäà÷è, ïîìå÷åííûå êîíòóðíûì êðóæî÷êîì (◦), ðåêîìåíäóåòñÿ ðàçî-

áðàòü íà ñåìèíàðå â êàæäîé ãðóïïå. Îñòàëüíûå çàäà÷è ìîæíî îïóñêàòü
1
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ïðè íåõâàòêå âðåìåíè. Çàäà÷è, ïîìå÷åííûå çàïîëíåííûì êðóæî÷êîì (•),
âîçìîæíî, áóäóò îáñóæäàòüñÿ íà ëåêöèè.

1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

1. Íàéäèòå äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè ñëåäóþùèõ êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë:

(à)◦ 5

1 + 2i
+

5

2− i
,

(á)

(
1− i

1 + i

)3

,

(â)
(1− i

√
3)6

(1 + i)4
,

(ã)

(
i5 + 2

i19 + 1

)2

2. Íàéäèòå ìîäóëè è àðãóìåíòû ñëåäóþùèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

(à)◦ (
√
3− i)2026,

(á)

(
1 + i

1− i

)2

,

(â)
1 + cosα + i sinα

1 + cosα− i sinα
, 0 < α <

π

2
,

(ã) (ÄÇ)
eiα + 1

eiα − 1
, 0 < α < 2π.

3. (ÄÇ) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí

f(x) = (cosα + x sinα)n − cosnα− x sinnα

äåëèòñÿ íà x2 + 1. Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî f(i) = 0.

4. Âûðàçèòå sin 4x êàê ìíîãî÷ëåí îò sinx, cosx.

5. ◦ Ðåøèòå óðàâíåíèå z̄ = zn−1, n ∈ N.

6. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ z2 = 5− 12i, z4 + 4 = 0.

7. ◦ Ïóñòü ζ1, . . . , ζn � âñå êîðíè óðàâíåíèÿ zn = 1, ãäå n � íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäèòå ñóììó ζk1 + . . .+ ζkn äëÿ êàæäîãî íàòóðàëü-
íîãî k.

8. (ÄÇ) Òî÷êè z1 è z2 � ñìåæíûå âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.
Íàéäèòå âåðøèíó z3, ñìåæíóþ ñ z2 (z3 ̸= z1, íóìåðàöèÿ ïðîòèâ ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè).



3

9. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëà a, b, c ïðåäñòàâëÿþò âåðøèíû
ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a2 + b2 + c2 = ab+ bc+ ac.

10. * Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå äëèí îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíó
ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè, åñëè
äëèíà ñòîðîíû ðàâíà 1.

11. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ìíîæåñòâ
(à) {z : |z − z1| = |z − z2|},
(á) {z : |z − 1|+ |z + 1| = 2a} (a > 1),
(â) (ÄÇ) {z : Re(1/z) = 1

2
}.

12. Ïóñòü a, b, c, d � ÷åòûðå ðàçëè÷íûå òî÷êè íà åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè. Íàéäèòå òî÷êó ïåðå÷åñåíèÿ ïðÿìûõ ab è cd.

13. * Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

|
√
z2 − 1 + z|+ |

√
z2 − 1− z| = |z − 1|+ |z + 1|.

Â ëåâîé ÷àñòè â îáà ðàçà áåðåòñÿ îäíî è òî æå çíà÷åíèå êâàäðàòíîãî
êîðíÿ.

14. * Ïóñòü P (z) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, èìåþùèé n âåùåñòâåí-
íûõ êîðíåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè), a � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí Q(z) = P (z+ ia) +P (z− ia) òîæå
èìååò n âåùåñòâåííûõ êîðíåé.

15. Íàéäèòå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∑∞

n=1 n!z
n!.

16. Âåðíî ëè, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä äëÿ ez ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà C?
Îáîñíóéòå îòâåò.

2. Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé, èëè äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì,
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

f(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc ̸= 0.

17. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåò
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå C̄ → C̄.

18. • Äîêàæèòå, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò
ãðóïïó. Êàêîé ãðóïïå îíà èçîìîðôíà?

19. • Äîêàæèòå, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåâîäèò îêðóæ-
íîñòè è ïðÿìûå â îêðóæíîñòè (èëè ïðÿìûå).
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20. Íàïèøèòå äðîáíî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, ïåðåâîäÿùóþ òðè ïðî-
èçâîëüíûå (ðàçëè÷íûå) òî÷êè z1, z2, z3 â òðè äðóãèå (ðàçëè÷íûå)
òî÷êè w1, w2, w3. Åäèíñòâåííà ëè îíà?

21. Âî ÷òî ïðåîáðàçóåòñÿ êâàäðàíò x > 0, y > 0 ïðè îòîáðàæåíèè

w =
z − i

z + i
?

22. Íàéäèòå âñå äðîáíî-ëèíåéíûå ôóíêöèè f òàêèå, ÷òî f(f(z)) =
z äëÿ âñåõ z ∈ C.

23. * Äîêàæèòå, ÷òî áèäèôôåðåíöèàë
dz1dz2

(z1 − z2)2
èíâàðèàíòåí îò-

íîñèòåëüíî äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Êàê èìåííî äðîáíî
ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå äîëæíî äåéñòâîâàòü íà áèäèôôåðåíöè-
àë, ïðåäëàãàåòñÿ âîññòàíîâèòü èç çäðàâîãî ñìûñëà; ðåøåíèå çàäà÷è
äîëæíî íà÷èíàòüñÿ ñ ÷åòêîãî îïðåäåëåíèÿ ýòîãî äåéñòâèÿ.

Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê z1, z2, z3, z4 íàçûâà-
åòñÿ

(z1, z2, z3, z4) =
(z1 − z3)(z2 − z4)

(z1 − z4)(z2 − z3)
.

24. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò äâîéíîå
îòíîøåíèå:

(f(z1), f(z2), f(z3), f(z4)) = (z1, z2, z3, z4).

25. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðå ðàçëè÷íûå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé îêðóæ-
íîñòè (èëè íà îäíîé ïðÿìîé), åñëè è òîëüêî åñëè èõ äâîéíîå îòíî-
øåíèå âåùåñòâåííî.

26. Íàéäèòå îáùèé âèä äðîáíî-ëèíåéíûõ èçîìîðôèçìîâ
(à)• H → H,
(á)• D → D,
(â) (ÄÇ) D → H
(H � âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü, D � åäèíè÷íûé êðóã).

27. Îòîáðàçèòå âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü íà åäèíè÷íûé êðóã òàê,
÷òîáû w(2i) = 0, argw′(2i) = 0.

28. Ñêîëüêî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìîæåò èìåòü äðîáíî-ëèíåéíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå? Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
èìååò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè â C, òî ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîäíûõ
â ýòèõ òî÷êàõ ðàâíî 1.
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29. Äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé
z0 íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì. Äîêàæèòå, ÷òî ïàðàáîëè÷åñêîå ïðå-
îáðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

1

w − z0
=

1

z − z0
+ h

åñëè z0 ̸= ∞ è w = z + h åñëè z0 = ∞.

30. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ äâóìÿ ðàç-
ëè÷íûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè z1, z2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êà-
íîíè÷åñêîé ôîðìå

w − z1
w − z2

= k
z − z1
z − z2

åñëè z1,2 ̸= ∞ è w − z1 = k(z − z1) åñëè z2 = ∞. Ïðåîáðàçîâàíèå
íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè k > 0, ýëëèïòè÷åñêèì åñëè |k| =
1 (k ̸= 1) è ëîêñîäðîìè÷åñêèì â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî k.

3. Êîìïëåêñíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü

31. ◦ Íàéäèòå âñå òî÷êè, â êîòîðûõ C-äèôôåðåíöèðóåìû ôóíêöèè
à) |z|2, á) |z|z, â) (ÄÇ) (Re z)2.

32. à) Ïðè êàêèõ êîìïëåêñíûõ a, b, c ôóíêöèÿ f(z) = az+ bz̄+ z2+
c èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå z = 0? á) Ïðè êàêèõ
âåùåñòâåííûõ a, b ôóíêöèÿ f(x, y) = ax2+ by2+ ixy ãîëîìîðôíà íà
âñåì C?

33. ◦ Ïóñòü f � äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå a ôóíêöèÿ êîìïëåêñ-
íîãî ïåðåìåííîãî. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ z 7→ f(z̄) äèôôåðåíöè-
ðóåìà â òî÷êå ā.

34. ◦ Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f : reiφ 7→ re2iφ íå ãîëîìîðôíà íà
C \ {0}.

35. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãîëîìîðôíàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè (ñâÿç-
íîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå) ôóíêöèÿ f(z) âåùåñòâåííà (ò.å. ïðèíè-
ìàåò òîëüêî âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ), òî îíà ïîñòîÿííà.
á) (ÄÇ) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â íåêîòîðîé îáëàñòè,

è |f(z)| = 1 âñþäó â ýòîé îáëàñòè. Äîêàæèòå, ÷òî f(z) ≡ const.

36. Âîññòàíîâèòå àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(z) ïî óñëîâèþ:
à) Re f(z) = sinx cosh y, f(0) = 0,
á) Re f(z) = x sinx cosh y − y sinh y cosx, f(0) = 0,
â) Im f(z) = y cosx cosh y − x sinx sinh y, f(0) = 2,
ã) (ÄÇ) |f(z)| = (x2 + y2)ex,
ä) arg f(z) = xy.
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37. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí îò z ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Çàïèøåì f(x+ iy) êàê u(x, y) + iv(x, y), ãäå u è v � ìíîãî÷ëåíû îò
x, y ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèþ f
ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî åå âåùåñòâåííîé ÷àñòè u èëè ìíèìîé ÷àñòè
v ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

f(z) = 2u
(z + z0

2
,
z − z0
2i

)
− f(z0),

f(z) = 2iv
(z + z0

2
,
z − z0
2i

)
+ f(z0),

ãäå z0 ∈ C � íåêîòîðàÿ òî÷êà.

Âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ F (x, y)
íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè îíà äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà è

∂2F

∂x2
+

∂2F

∂y2
= 0.

38. Çàïèøèòå îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2
÷åðåç ∂

∂z
, ∂

∂z
.

39. Ïóñòü f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè
Ref è Imf � ãàðìîíè÷åñêèå (ò.å. ∆Ref = ∆Imf = 0). ×òî ìîæíî
ñêàçàòü î ôóíêöèÿõ |f | è arg f? Â ýòîé çàäà÷å ìîæíî ïðåäïîëàãàòü,
÷òî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ôóíêöèè f èìåþò íåïðåðûâíûå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà ⩽ 2.

40. Ïóñòü F : U → R � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà ñâÿçíîì îòêðû-
òîì ìíîæåñòâå U ⊂ C. Äëÿ êàêèõ ôóíêöèé G : R → R ôóíêöèÿ
G ◦ F òîæå áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé íà U?

41. Íàéäèòå âñå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè âèäà
à) F = φ(x2 + y2),
á) F = φ(x2 − y2),
â) F = φ(y/x).

42. Ïóñòü u(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. ßâëÿþòñÿ ëè ãàðìî-
íè÷åñêèìè ôóíêöèè u(x,−y), u(x2 − y2, 2xy)?

43. Íàéäèòå ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ u(x, y) íà C òàêóþ, ÷òî
u(cos t, sin t) = cos2 t.

4. Ïðîèçâîäíàÿ Øâàðöà

Çàäà÷è èç ýòîãî ðàçäåëà íå âîéäóò â èòîãîâûé êîíòðîëü.

Ïðîèçâîäíîé Øâàðöà (øâàðöèàíîì) ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè w(z) (âî
âñåõ çàäà÷àõ ïðî ïðîèçâîäíóþ Øâàðöà ìîæíî ñ÷èòàòü ýòó ôóíêöèþ
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ìíîãî÷ëåíîì, à êðàòíûå ïðîèçâîäíûå âîñïðèíèìàòü àëãåáðàè÷åñêè �
êàê ïðîèçâîäíûå ìíîãî÷ëåíà) íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

S(w; z) :=
w′′′(z)

w′(z)
− 3

2

(
w′′(z)

w′(z)

)2

.

44. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùåå äâîéíîå îòíî-
øåíèå ñî øâàðöèàíîì:

(w(z + ta), w(z + tb), w(z + tc), w(z + td))

(a, b, c, d)
=

= 1 +
t2

6
(a− b)(c− d)S(w; z) +O(t3) (t → 0).

45. Äîêàæèòå, ÷òî S(w; z) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w(z) �
äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

46. Äîêàæèòå, ÷òî

S(w; z) = 6 lim
ζ→z

∂

∂z

∂

∂ζ
log

w(z)− w(ζ)

z − ζ
.

47. Ïóñòü w(z), f(w) � äâå ôóíêöèè, F � èõ êîìïîçèöèÿ: F (z) =
f(w(z)). Äîêàæèòå, ÷òî

S(F ; z) = S(f ;w)
(dw
dz

)2

+ S(w; z).

48. * Ïóñòü f1, f2 � äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ f ′′ + Q(z)f = 0. Ïîêàæèòå, ÷òî Q(z) =
1
2
S(f1/f2; z).

5. Ãåîìåòðèÿ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé

49. Íàéäèòå, âî ÷òî ïåðåâîäÿò êîîðäèíàòíóþ ñåòêó ñëåäóþùèå
îòîáðàæåíèÿ èç C â C: (à) z 7→ z2; (á) z 7→ ez; (â) z 7→ 1/z.

50. Îòîáðàæåíèå z 7→ z+(1/z) îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå âñåõ íåíó-
ëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
(à) Âî ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî {z : |z| > 1}?
(á) ßâëÿåòñÿ ëè ýòî îòîáðàæåíèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì íà äàí-

íîì ìíîæåñòâå?

51. Ïóñòü A > 0, C äåéñòâèòåëüíûå, à B � êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííûå
è ïóñòü AC < |B|2. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

A|z|2 + B̄z +Bz̄ + C = 0

ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè è íàéäèòå öåíòð ýòîé îêðóæíî-
ñòè è åå ðàäèóñ.



8

52. Íàïèøèòå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè ðàç-
ëè÷íûå òî÷êè z1, z2, z3, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé.

53. * Ïóñòü îòîáðàæåíèå çàäàíî ôîðìóëîé z 7→ Az+Bz̄, â êîòîðîé
A, B � çàäàííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïðè÷åì |A| > |B|. Äîêàæèòå,
÷òî îáðàç îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íóëå ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâà-
íèè � ýëëèïñ. Âûðàçèòå äëèíû ãëàâíûõ ïîëóîñåé ýòîãî ýëëèïñà,
à òàêæå îòíîøåíèå ïëîùàäè âíóòðè ýëëèïñà ê ïëîùàäè âíóòðè
îêðóæíîñòè â òåðìèíàõ A è B.

54. ◦Íàéäèòå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ïîëóêðóãà |z| < 1, Im z > 0
íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

55. ◦ Íàéäèòå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ïîëóïîëîñû Re z > 0, 0 <
Im z < 1 íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

56. Íàéäèòå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ñ
âûáðîøåííûì îòðåçêîì îò 0 äî i íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

57. * Íàéäèòå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âíåøíîñòè ýëëèïñà ñ ïî-
ëóîñÿìè a, b (a > b) íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà.

58. Íàéäèòå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè

{z : Im(z) > 0} \ {z : |z| = 1, 0 ≤ arg z ≤ α},
ãäå 0 < α < π, íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

59. Íàéäèòå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè, ÿâëÿþùåéñÿ ïîëó-
ïîëîñîé Re z > 0, 0 < Im z < π ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [1

2
πi, 1 + 1

2
πi],

íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

60. * Íàéäèòå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå z(w) âíåøíîñòè åäèíè÷-

íîãî êðóãà D íà ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè Ĉ (ò.å. íåêîì-

ïàêòíîé îáëàñòè Ĉ \D) íà ðàñøèðåííóþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñ
ðàçðåçîì ïî äóãå γ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ óãëîì ðàñòâîðà 2α,

γ =
{
z ∈ C | |z| = 1,−α < arg z < α

}
(0 < α < π),

(ò.å. íà îáëàñòü Ĉ \ γ), òàêîå, ÷òî z(∞) = ∞ è z′(∞) ∈ R>0. Ïî-
ñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî z(w) = λw + o(w) ïðè w → ∞ äëÿ
íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà λ.

61. * Ïóñòü Γ � ãëàäêàÿ êðèâàÿ Γ : [0,+∞) → H â âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè H, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå Γ(0) ∈ R âåùåñòâåííîé îñè, è
ïóñòü Γt � ÷àñòü êðèâîé Γt := Γ([0, t]). ×åðåç g(z, t) îáîçíà÷èì ôóíê-
öèþ, îñóùåñòâëÿþùóþ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè H \Γt íà
H, íîðìèðîâàííóþ óñëîâèåì g(z, t) = z + u(t)z−1 +O(z−2), z → ∞,
t > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ
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ôóíêöèÿ ξ(t), òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ g(z, t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂g(z, t)

∂t
=

1

g(z, t)− ξ(t)

∂u

∂t
, g(z, 0) = z.

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ (õîðäîâûì) óðàâíåíèåì Ëåâíåðà è èã-
ðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé.

62. (ÄÇ) Óêàæèòå õîòÿ áû îäèí êîíôîðìíûé èçîìîðôèçì ìåæäó
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòüþ è âíåøíîñòüþ ïàðàáîëû. Îáîñíóéòå îòâåò.

63. (ÄÇ) Óêàæèòå õîòÿ áû îäèí êîíôîðìíûé èçîìîðôèçì ìåæäó
D è D \ [1/2; 1], ãäå D � ýòî îòêðûòûé åäèíè÷íûé äèñê, à [1/2; 1] �
îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè ìåæäó òî÷êàìè 1/2 è 1. Îáîñíóéòå îòâåò.

6. Êîíòóðíûå èíòåãðàëû

Íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðîâ â êîíòóðíûõ èíòåãðàëàõ ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).

64. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫
γ

(z − a)ndz ïî êîíòóðó γ(t) = a+ reit,

0 ≤ t < 2π, r > 0, n ∈ Z.

65. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫
γ

zndz, ãäå n ∈ Z, à γ � íåêîòîðûé ïóòü

èç a â b. (Óáåäèòåñü, ÷òî ïðè n ̸= −1 èíòåãðàë íå çàâèñèò îò âûáîðà
ïóòè, à ïðè n = −1 çàâèñèò, è îïèøèòå êàê.)

66. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∮
|z|=1

dz

z2 + 1
4

ïî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

67. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∮
γ

2z2 + 5z + 8

z(z + 1)2
dz, ãäå êîíòóð γ � îêðóæ-

íîñòü |z| = 3.

68. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà

∫
C

dz

z(z2 − 1)
ïðè

ðàçëè÷íûõ âûáîðàõ êîíòóðà C (çäåñü C � çàìêíóòûé êîíòóð áåç
ñàìîïåðåñå÷åíèé, íå ïðîõîäÿùèé íè ÷åðåç îäíó èç òî÷åê 0, 1,−1).

69. (ÄÇ) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ïóòü γ, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè 0 è 1,
íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè ±i, òî∫

γ

dz

1 + z2
=

π

4
+ kπ,

ãäå k � öåëîå ÷èñëî.
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70. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∮
|z|=1

cos(z−1)dz.

71. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f è çàìêíóòîãî êîí-

òóðà γ òàêèõ, ÷òî

∮
γ

f(z)dz = 1 è

∮
γ

zf(z)dz = −1.

72. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫
γ

z̄dz, ãäå γ � îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ

öåíòðîì â òî÷êå a ∈ C, ïðîõîäèìàÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

73. (ÄÇ) Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫
γ

z̄

z
dz, ãäå γ � îêðóæíîñòü ðàäèóñà

R ñ öåíòðîì â òî÷êå a (|a| ≠ R).

74. Ïóñòü P (z) � ìíîãî÷ëåí. Äîêàæèòå, ÷òî

1

2πi

∮
|z−a|=R

P (z)dz̄ = −R2P ′(a).

75. Ïóñòü γ � ãëàäêèé çàìêíóòûé êîíòóð, à ôóíêöèÿ f ãîëîìîðô-

íà â îêðåñòíîñòè êðèâîé γ. Äîêàæèòå, ÷òî

∮
γ

f(z)f ′(z)dz � ÷èñòî

ìíèìîå ÷èñëî.

76. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû

(à)

∫∫
C
e−α|z|2 dx dy, (á)

∫∫
C
e−α|z|2+az+āz̄ dx dy.

77. * Âû÷èñëèòå èíòåãðàë∫ 2π

0

ecosφ cos (sinφ− 3φ) dφ.

7. Ôîðìóëà Êîøè, âû÷åòû

78. Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè âû÷èñëèòå èíòåãðà-
ëû

(à)

∫
|z|=2

ezdz

z2 − 1
, (á) (ÄÇ)

∫
|z−a|=a

zdz

z4 − 1
, a > 1,

(â)

∫
|z−1|=1

zezdz

(z − 1)3
.

79. Ïóñòü f : H ∪ {∞} → C � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ãîëîìîðô-
íàÿ â H è òàêàÿ, ÷òî f(∞) = 0. Äîêàæèòå èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó

Øâàðöà

f(z) =
1

π

∫ ∞

−∞

Imf(x)

x− z
dx, ∀z ∈ H.
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Íàïîìíèì, ÷òî H îáîçíà÷àåò îòêðûòóþ âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
Èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, òî åñòü êàê ïðå-

äåë
∫ R

−R
ïðè R → +∞.

80. * Ïóñòü f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â åäèíè÷íîì êðóãå,
íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåìàÿ íà åãî ãðàíèöó. Äîêàæèòå èíòåãðàëü-
íóþ ôîðìóëó Ïóàíêàðå

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

Ref(eiθ)
eiθ + z

eiθ − z
dθ + iImf(0).

81. Íàéäèòå âû÷åòû äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì â èõ îñîáûõ òî÷êàõ:

à)
zdz

z2 + 1
, á)

ezdz

(z − 1)2
, â)

zdz

sin2 z
, ã)

z2ndz

(z − 1)n
, ä)

e1/zdz

1− z
,

å) sin z sin(1/z) dz, æ) (ÄÇ)
sin 3z − 3 sin z

sin z (sin z − z)
dz â òî÷êå z = 0,

ç) z2 sin
1

z + 1
dz, è)

dz

z(e2z − 1)
â òî÷êå z = 0, ê) ez/(1−z)dz.

82. (ÄÇ) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ÷åòíîé ôóíêöèè f(z) èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

resz=af(z)dz = −resz=−af(z)dz,

à äëÿ íå÷åòíîé

resz=af(z)dz = resz=−af(z)dz.

83. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû:

à)

∮
|z|=4

z4dz

ez + 1
, á)

∮
|z|=1

ezdz

(2z + 1)2(z + 2)
, â)

∮
|z|=1

(z + 1)e1/zdz,

ã)

∮
|z|=1

z3dz

2z4 + 1
, ä)

∮
|z|=3

z3 − 1

z − 1

(
e

1
z + e

1
z−1 + e

1
z−2

)
dz,

å)

∮
|z|=1

dz

e2/z − e1/z
, æ) (ÄÇ)

∮
|z|=3

dz

(z − 1)2(1− cos z)
,

ç)

∮
|z|=1

z − (log 2)−1

e1/z − 2
dz.

84. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà â çàìûêàíèè êîíå÷íîé îáëàñòè
D, à òî÷êè a1, . . . , an ëåæàò â D è ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Îáîçíà÷èì
P (z) = (z − a1) . . . (z − an) è

Φ(z) = −P (z)

2πi

∮
∂D

f(ξ)

P (ξ)

dξ

ξ − z
, z /∈ D.
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Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(z) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ
ïëîñêîñòü è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n − 1, ïðè÷åì
Φ(ak) = f(ak), k = 1, . . . , n. (Ìíîãî÷ëåí Φ(z) íàçûâàåòñÿ èíòåðïî-

ëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà.)

85. Ïóñòü p1, . . . , pN �N ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå
òîæäåñòâî

N∑
i=1

N∏
j ̸=i

pi + pj
pi − pj

=
1

2

(
1− (−1)N

)
.

Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ñóììà âû÷åòîâ ðàöèîíàëüíîé

ôóíêöèè, âêëþ÷àÿ âû÷åò â ∞, ðàâíà 0.

86. * Ïóñòü w1, . . . , wN � N ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Íàé-
äèòå ñóììó

S =
N∑
i=1

N∏
j ̸=i

1− wiwj

wi − wj

.

8. Èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè è ðÿäû Ëîðàíà

87. Äëÿ êàæäîé èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé íàéäèòå âñå èõ èçîëèðî-
âàííûå îñîáåííîñòè è óêàæèòå òèï ýòèõ îñîáåííîñòåé (óñòðàíèìàÿ,
ïîëþñ, ñóùåñòâåííàÿ). Â ñëó÷àå ïîëþñîâ, óêàæèòå èõ ïîðÿäîê.

(a) f(z) =
1

z(z2 − 4)2
, (á) f(z) =

z

sin(z2)
, (â) f(z) = etg z.

88. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f , ãîëîìîðôíàÿ â åäèíè÷íîì êðóãå
D = {z : |z| < 1} è óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì |z|5/3 ⩽ |f(z)| ⩽
|z|4/3 äëÿ âñåõ z ∈ D?

89. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ f(z) =
1

(z − 1)(z − 2)
â ðÿä Ëîðàíà:

a) â êðóãå {z : |z| < 1};
á) â êîëüöå {z : 1 < |z| < 2};
â) â êîëüöå {z : |z| > 2}.

90. Ïóñòü a è b � äâà ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñëà.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =

√
(z − a)(z − b) èìååò îäíî-

çíà÷íóþ âåòâü â áåñêîíå÷íîì êîëüöå {z : |z| > max(|a|, |b|)}; íàéäè-
òå êîýôôèöèåíòû ïðè z2 è z−2 â åå ðÿäå Ëîðàíà â ýòîì êîëüöå.
(á) Òå æå âîïðîñû ïðî ôóíêöèþ f(z) = log z−a

z−b
(÷åðåç log îáîçíà-

÷àåòñÿ íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì).
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91. Ïóñòü f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîì êðóãå D∗ = {z : 0 < |z| <
1} è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |f(z)| ⩽ |z|−

√
7 äëÿ âñåõ z ∈ D∗. ×òî

ìîæíî ñêàçàòü îá èçîëèðîâàííîé îñîáåííîñòè ôóíêöèè f â íóëå?

92. (ÄÇ) Ïóñòü f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîì êðóãå D∗ = {z : 0 <
|z| < 1} è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |f(z)| ⩽ 1−log |z| äëÿ âñåõ z ∈ D∗.
×òî ìîæíî ñêàçàòü îá èçîëèðîâàííîé îñîáåííîñòè ôóíêöèè f â
íóëå?

93. Ïóñòü f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîì êðóãå D∗ = {z : 0 < |z| < 1}
è ïðè ýòîì Re f(z) > 0 äëÿ âñåõ z ∈ D∗.
(à) Ìîæåò ëè f èìåòü â òî÷êå 0 ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü?
(á) Ìîæåò ëè f èìåòü â òî÷êå 0 ïîëþñ?

94. * Ñóùåñòâóåò ëè ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f : C\{0} → C, òàêàÿ,
÷òî f(z) + ef(z) = 1/z?

95. Ïóñòü P � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n áåç êðàòíûõ êîðíåé; îáîçíà÷èì
åãî êîðíè ÷åðåç a1, . . . , an. Äîêàæèòå, ÷òî

ak1
P ′(a1)

+ · · ·+ akn
P ′(an)

= 0

äëÿ âñÿêîãî öåëîãî k, òàêîãî, ÷òî 0 ⩽ k ⩽ n− 2.

9. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå

96. Ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ðîñòêà àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè f(z) =

√
z2 + 9, çàäàííîãî â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 4

óñëîâèåì f(4) = 5, âäîëü à) ïîëóîêðóæíîñòè |z| = 4, Im z ≥ 0, á)
ïîëóîêðóæíîñòè |z| = 4, Im z < 0, ñ) îòðåçêà [−4, 4]. ×åìó ðàâíî
f(−4) âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ?

97. (ÄÇ) Ôèêñèðóåì êàêóþ-ëèáî âåòâü ôóíêöèè f(z) =
√
z2 − 9 â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 5 è ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà åå àíàëèòè÷å-
ñêîãî ïðîäîëæåíèÿ èç òî÷êè z = 5 â òî÷êó x ∈ [−3, 3]: âäîëü äóãè
ïîëóîêðóæíîñòè â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è âäîëü äóãè ïîëóîêðóæ-
íîñòè â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ðåçóëüòàòû îáîçíà÷èì f(x + i0) è
f(x − i0) ñîîòâåòñòâåííî. Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé f(x + i0) è
f(x− i0)?

98. Ïóñòü D � âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî îòðåç-
êàì [−1, i] è [−i, 1], à h(z) � ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ôóíêöèè

√
1− z4,

ïîëîæèòåëüíàÿ íà èíòåðâàëå (−1, 1). Íàéäèòå çíà÷åíèÿ h(
√
5/3),

h(i
√

5/3).
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99. Ïóñòü h(z) � ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ôóíêöèè 3
√
1− z2 â îáëàñòè

D, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ h(0) = 1. Íàéäèòå çíà÷åíèå h(−3) â
ñëó÷àÿõ, êîãäà îáëàñòüD à) âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè
ïî ëó÷àì [1,+∞] è [−1,−1 + i∞], á) âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü ñ
ðàçðåçàìè ïî ëó÷àì [1, 1− i∞] è [−1,−1− i∞].

100. Ïóñòü h(z)� ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè log
1− z

1 + z
â îáëàñòè C \ [−1, 1], òàêàÿ, ÷òî h(0 + i0) = 0. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ
h(0 − i0), h(i), h(∞). Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ h(z) â ðÿä Ëîðàíà ïî
ñòåïåíÿì z â îêðåñòíîñòè ∞.

101. (ÄÇ)ÏóñòüD � âñÿ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî ëó÷àì (−∞,−1]
è [1,+∞), à h(z) � ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè log(1−
z2) â îáëàñòè D, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ h(0) = 0. Íàéäèòå h(i),
h(−i), h(2 + i0), h(2− i0).

102. Èññëåäóéòå ïîâåäåíèå êàæäîé èç îäíîçíà÷íûõ âåòâåé çàäàí-
íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè óêàçàííûõ òî÷åê è îïðå-
äåëèòå òèï îñîáåííîñòåé (åñëè îíè åñòü):

à)
z

1 +
√
z − 3

, z = 4 , á) z +
√
z2 − 1 , z = ∞, â)

2z + 3

1 + z − 2
√
z
, z = 1,

ã) cos
1

1 +
√
z
, z = 1, ä) (ÄÇ) sin

1

1 +
√

z/(z − 1)
, z = ∞.

103. Íàéäèòå âû÷åòû resz=1(f(z)dz) äëÿ êàæäîé èç îäíîçíà÷íûõ

âåòâåé ôóíêöèè à) f(z) =
1√

2− z + 1
, á) f(z) = exp

(
1

1 +
√
z

)
.

10. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ

Â ýòîì ðàçäåëå íå ñëåäóåò ðàçáèðàòü âñå çàäà÷è. Ìîæíî ðàçî-
áðàòü òîëüêî òîëüêî íåêîòîðûå (ïðèìåðíî îäíó òðåòü, íà âûáîð
àóäèòîðèè èëè ñåìèíàðèñòà).

104. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ

∫ ∞

0

cosx2dx,

∫ ∞

0

sinx2dx.

105. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫ ∞

0

cos ax− cos bx

x2
dx.

106. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû

à) •
∫ ∞

0

sinx

x
dx, á) (ÄÇ)

∫ ∞

0

sinx

x

sin(x/3)

x/3
dx.

107. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫ ∞

0

cosx
sinx

x
dx.
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108. Âû÷èñëèòå îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû (ïàðàìåòðû a, b, k ïðåä-
ïîëàãàþòñÿ âåùåñòâåííûìè):

à)

∫ 2π

0

dφ

a+ b cosφ
(a > b > 0), á)

∫ ∞

0

x2 + 1

x4 + 1
dx, â)

∫ ∞

0

dx

xn + 1
,

ã)

∫ ∞

0

cos ax

x2 + b2
dx, ä) •

∫ ∞

0

x sin ax

x2 + b2
dx, å) (ÄÇ)

∫ ∞

0

sin ax

x(x2 + b2)
dx,

æ)

∫ ∞

−∞

eaxdx

1 + ex
(0 < a < 1), ç)

∫ ∞

−∞

cos kx dx

coshx
.

109. Âû÷èñëèòå îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû

(à)

∫ ∞

−∞

cos kx dx

coshx+ cosh a
(k, a > 0), (á) *

∫ ∞

0

e−πx sin ax

sinhπx
dx,

(â)

∫ ∞

0

x− sinx

x3
dx, ã)

∫ ∞

−∞

eax − ebx

1− ex
dx (0 < a, b < 1),

(ä) *

∫ ∞

0

x2dx

coshx
, (å)

∫ ∞

0

xdx

sinhx
, (æ) *

∫ ∞

0

dx

(x2 + π2) coshx
.

110. Ïóñòü ðåãóëÿðíàÿ âåòâü g(z) ôóíêöèè
√
z2 − 4 îïðåäåëåíà â

îáëàñòè D, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñ ðàç-
ðåçîì ïî ïîëóîêðóæíîñòè |z| = 2, Imz ≥ 0, ïðè÷åì ãëàâíàÿ ÷àñòü
ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè g(z) â îêðåñòíîñòè ∞ ðàâíà z. Âû÷èñëèòå
èíòåãðàë

I =

∮
|z|=1

dz

g(z)− 3z
.

111. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë∮
|z|= 1

2

dz

(2 + g(z)) sin z
,

ãäå g(z) � îäíîçíà÷íàÿ âåòâü ôóíêöèè
√
z − 1 â êðóãå |z| ⩽ 1

2
,

òàêàÿ, ÷òî g(0) = i.

112. (ÄÇ) Ïóñòü f(z) � ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ôóíêöèè 3
√
2z − 8 â

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó [4, 4 − i∞] òàêàÿ, ÷òî
f(8) = −1− i

√
3. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

I =

∮
|z−2|=3/2

dz

f(z)− z + 2
.
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113. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ:

à)

1∫
−1

dx√
1− x2

; á)

1∫
0

√
1− x

x
dx .

114. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ:

∞∫
0

xα−1

x+ 1
dx (0 < α < 1).

115. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ:

à)

1∫
0

(
x

1− x

)α
dx

x+ 1
(−1 < α < 1);

á)

2∫
1

5

√
(2− x)3

(x− 1)3
dx; â)

2∫
−2

dx
4
√

(2 + x)2(4− x2)
.

116. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ:

à)

∞∫
0

dx

x3 + 1
; á)

∞∫
0

log x dx

x2 + a2
(a > 0);

â)

∞∫
0

log x dx

(x+ 1)(x+ 2)2
; ã)

∞∫
0

log x dx

x2 − 1
.

117. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ:

à) *

∞∫
0

(
log x

x− 1

)2

dx; á)

∞∫
0

√
x log xdx

x2 + 1
;

â) *

∞∫
−∞

log |x2 − 1|
x2 + 1

dx; ã) *

∞∫
0

log(1 + x2)

x2

dx

1 + x2
.

11. Ïðèíöèï àðãóìåíòà

118. Ñêîëüêî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà z7 + 3z + 1 íàõîäèòñÿ â êðóãå
|z| < 1?

119. Ñêîëüêî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà z5+ z2+3z+1 íàõîäèòñÿ â êðóãå
|z| < 1?

120. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå ez = z + 2 èìååò â ëåâîé ïîëóïëîñ-
êîñòè (Re z < 0) åäèíñòâåííûé (è ïðè òîì äåéñòâèòåëüíûé) êîðåíü.
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121. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè λ > 1 óðàâíåíèå zeλ−z = 1 èìååò â åäè-
íè÷íîì êðóãå ðîâíî îäèí êîðåíü (è ïðè òîì äåéñòâèòåëüíûé).

122. (ÄÇ) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

z6 + z5 + 6z4 + 5z3 + 8z2 + 4z + 1

â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè {Re(z) > 0}.
123. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ

z4 + 2z3 + 3z2 + z + 2 = 0

â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè è â ïðàâîì âåðõíåì êâàäðàíòå.

12. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà

124. Ïóñòü f � öåëàÿ íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëîæèì

M = max|z|=r|f(z)|.
Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ r 7→ M(r) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé.
×åìó ìîæåò áûòü ðàâåí åå ïðåäåë ïðè r → +∞?

125. Ïóñòü ∆ � ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé äëèíû
a, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ìíîæåñòâî ñâîèõ âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ
òî÷åê. Íàéäèòå ìàêñèìóì ïðîèçâåäåíèÿ ðàññòîÿíèé îò òî÷êè èç ∆
äî òðåõ âåðøèí òðåóãîëüíèêà.

126. (ÄÇ) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , íåïðåðûâíóþ â åäèíè÷íîì äèñ-
êå {|z| ⩽ 1} è ãîëîìîðôíóþ â åãî âíóòðåííîñòè {|z| < 1}. Åñëè
|f(z)| = 1 äëÿ âñåõ z íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè {|z| = 1}, òî ëèáî
f = const íà {|z| ⩽ 1}, ëèáî óðàâíåíèå f(z) = 0 èìååò õîòÿ áû îäíî
ðåøåíèå ïðè |z| < 1. Äîêàæèòå.

127. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé êîíôîðìíûé àâòîìîðôèçì êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè èìååò âèä z 7→ az + b, a ̸= 0.

128. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîãî àâòîìîðôèçìà ìåæ-
äó ìíîæåñòâàìè C \ {0, 1, 2} è C \ {0, 1, 1000}.
129. • Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé êîíôîðìíûé àâòîìîðôèçì åäèíè÷-
íîãî êðóãà � äðîáíî-ëèíåéíûé àâòîìîðôèçì.

130. (ÄÇ) Ïóñòü D � åäèíè÷íûé êðóã (áåç ãðàíèöû). Ñóùåñòâóåò
ëè ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå f : D → D, äëÿ êîòîðîãî f(0) = 1

2
,

f(1
2
) = 7

8
?

131. * Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà
çàìêíóòîé ïîëîñå S ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè, ÷òî
îíà îãðàíè÷åííà íà ýòîé ïîëîñå è ãîëîìîðôíà â åå âíóòðåííîñòè.
Äîêàæèòå, ÷òî supz∈S |f(z)| = supz∈∂S |f(z)|.
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13. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìåòðèêà

132. Äàíû äâå òî÷êè α, β âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà D = {|z| <
1}. Íàéäèòå ìàêñèìóì |f ′(α)| ïî âñåì ãîëîìîðôíûì ôóíêöèÿì f :
D → D, òàêèì, ÷òî f(α) = β.

133. Íàéäèòå ãèïåðáîëè÷åñêóþ ìåòðèêó â ïîëîñå |Im(z)| < π
2
.

134. Â êàæäîì íåïóñòîì êîëüöå A = {r < |z| < R} èìååòñÿ åäèí-
ñòâåííàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìåòðèêà, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ r = 0,
R = ∞. Îáîñíóéòå ýòî óòâåðæäåíèå è çàïèøèòå ãèïåðáîëè÷åñêóþ
ìåòðèêó â êîîðäèíàòå z.

Ãëàäêàÿ êðèâàÿ γ ⊂ U â îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ⊂ C íàçûâàåò-
ñÿ ãåîäåçè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíîé ìåòðèêè g(z)|dz| â U ,
åñëè ó êàæäîé òî÷êè èç γ íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü, ÷òî ëþáîé
îòðåçîê êðèâîé γ ñ êîíöàìè a, b, ëåæàùèé â äàííîé îêðåñòíîñòè,
ìèíèìèçèðóåò äëèíó (òî åñòü îòðåçîê êðèâîé γ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé êî-
ðîòêîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè a è b; äëèíà âû÷èñëÿåòñÿ êàê
èíòåãðàë îò g(z)|dz|).

135. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ìåòðèêè Ïóàíêàðå |dz|
Im(z)

â âåðõíåé ïîëó-

ïëîñêîñòè ãåîäåçè÷åñêèå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåðâàëû ïðÿìûõ
èëè äóãè îêðóæíîñòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ àáñîëþòó {Im(z) = 0}.

Íàïîìíèì, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå (z1, z2, z3, z4) ÷åòûðåõ òî÷åê
z1, z2, z3, z4 ∈ C ∪ {∞} ââåäåíî â ðàçäåëå 2.

136. Êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè a, b â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè Im(z) > 0 ñ ìåòðèêîé Ïóàíêàðå |dz|

Im(z)
âûðàæàåòñÿ

ôîðìóëîé
log |(a, b, α, β)|,

ãäå α, β � òî÷êè, â êîòîðûõ ãåîäåçè÷åñêàÿ ÷åðåç a, b ïîäõîäèò ê
àáñîëþòó, ïðè÷åì ïîðÿäîê òî÷åê α, a, b, β ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó
òî÷åê íà çàìûêàíèè ãåîäåçè÷åñêîé (äëÿ ïðÿìîé α = ∞ èëè β = ∞).

137. (ÄÇ) Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîíôîðìíûå àâòîìîðôèçìû âåðõ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè ïåðåâîäÿò ãåîäåçè÷åñêèå (ìåòðèêè Ïóàíêàðå) â
ãåîäåçè÷åñêèå.

138. * Çàôèêñèðóåì íåïóñòîå êîëüöî A = {r < |z| < R}. Èìååò-
ñÿ åäèíñòâåííàÿ çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ â A (ò.å. ãåîäåçè÷åñêàÿ,
ãîìåîìîðôíàÿ îêðóæíîñòè). Îáîñíóéòå ýòî óòâåðæäåíèå è ïîñ÷è-
òàéòå äëèíó ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî êîëüöî A
ìîæåò áûòü êîíôîðìíî èçîìîðôíî êîëüöó {r′ < |z| < R′} òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà R/r = R′/r′.
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Ðèñ. 1. èëëþñòðàöèÿ ê çàäà÷å 139

14. Ïðèíöèï ñèììåòðèè è ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö

139. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â çàìêíóòîì êðóãå {|z| ⩽ 1} è
ãîëîìîðôíà â îòêðûòîì êðóãå {|z| < 1}. Ìîæåò ëè îáðàç åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòè {|z| = 1} ïðè îòîáðàæåíèè f âûãëÿäåòü òàê, êàê
íà ðèñ. 1à? À ìîæåò ëè òàê, êàê íà ðèñ. 1á?

140. Ïîñòðîéòå (çàäàéòå ôîðìóëîé) êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âåðõ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè íà âíóòðåííîñòü ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà (êà-
êîãî-íèáóäü: ôîðìà è ðàçìåð òðåóãîëüíèêà íå âàæíû).

141. Ñóùåñòâóåò ëè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ìåæäó âíóòðåííî-
ñòüþ êâàäðàòà è âíóòðåííîñòüþ ïðÿìîóãîëüíèêà ñ ñîîòíîøåíèåì
ñòîðîí 2:1, êîòîðîå, ïðè ñîîòâåòñòâèè ãðàíèö, ïåðåâîäèò âåðøèíû
â âåðøèíû? Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ïðèíöèïîì ñèììåòðèè.

142. Ñóùåñòâóåò ëè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ìåæäó âíóòðåííî-
ñòüþ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà è âíóòðåííîñòüþ ðàâíîáåäðåííîãî
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, êîòîðîå, ïðè ñîîòâåòñòâèè ãðàíèö,
ïåðåâîäèò âåðøèíû â âåðøèíû?

143. Ñóùåñòâóåò ëè êîíôîðìíûé èçîìîðôèçì ìåæäó îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì

U :=

{
z ∈ C : |z| < 1,

∣∣∣∣z − 2

5

∣∣∣∣ > 2

5

}
è êàêèì-íèáóäü êîëüöîì âèäà {r < |z| < R}, ãäå 0 < r < R?
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144. * Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ îáëàñòü A ⊂ C, ãîìåîìîðôíàÿ öèëèí-
äðó {|z| = 1} ×R. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå êîëüöî A êîíôîðìíî èçî-
ìîðôíî åäèíñòâåííîìó öèëèíäðó âèäà S × (0;µ), ãäå S � îêðóæ-
íîñòü äëèíû 1 (íà ýòîì öèëèíäðå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ìå-
ðèòü ðàññòîÿíèÿ è óãëû, à çíà÷èò, ìîæíî ãîâîðèòü î êîíôîðìíûõ
îòîáðàæåíèÿõ â öèëèíäð). ×èñëî µ íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîëüöà A.
Âû÷èñëèòå ìîäóëü êîëüöà {r < |z| < R}.

15. Òýòà-ôóíêöèè

Çàäà÷è èç ýòîãî ðàçäåëà íå âîéäóò â èòîãîâûé êîíòðîëü.

Ïóñòü çàäàí ïàðàìåòð τ ∈ C, Im τ > 0; îïðåäåëèì ýëëèïòè÷å-

ñêóþ êðèâóþ Eτ = C/(Z+ τZ) è òýòà-ôóíêöèþ ñ õàðàêòåðèñòèêà-
ìè a, b ðÿäîì

θa,b(u) = θa,b(u, τ) =
∑
k∈Z

q(k+a)2e2πi(k+a)(u+b), q = eiπτ ,

à òàêæå ââåäåì òýòà-ôóíêöèè ßêîáè

θ1(u) = −θ 1
2
, 1
2
(u), θ2(u) = θ 1

2
,0(u), θ3(u) = θ0,0(u), θ4(u) = θ0, 1

2
(u).

145. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ íà C, è òýòà-ôóíêöèè
ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè, ïðè÷åì θ1 � íå÷åòíàÿ, à θ2, θ3, θ4 �
÷åòíûå ôóíêöèè.

146. Äîêàæèòå, ÷òî θ2(u) = θ1(u + 1
2
), θ3(u) = eπi(u+τ/4)θ1(u + τ+1

2
),

θ4(u) = −ieπi(u+τ/4)θ1(u+ τ
2
).

147. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà òýòà-ôóíêöèè ïðè ñäâèãàõ íà
âåêòîðû ðåøåòêè 1, τ :{

θ1(u+ 1) = −θ1(u)
θ1(u+ τ) = −q−1e−2πiuθ1(u).

148. Íàéäèòå íóëè ôóíêöèé θ1(u), θ2(u), θ3(u), θ4(u) è ïîêàæèòå,
÷òî îíè ïðîñòûå.

149. Äîêàæèòå, ÷òî òýòà-ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ¾óðàâíåíèþ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè¿ 4πi∂τθ = ∂2

uθ.

150. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ íàáîðà αi ∈ C âûïîëíÿåòñÿ
n∑

i=1

αi = 0,

òî ïðè ëþáûõ ai ∈ Eτ

f(u) =
n∑

i=1

αi
∂uθ1(u− ai)

θ1(u− ai)
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ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé (ò.å. äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé) ôóíêöèåé íà
C ñ ïåðèîäàìè 1, τ .

151. Ïîêàæèòå, ÷òî P (u) = ∂2
u log θ1(u) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé

ôóíêöèåé íà C ñ ïåðèîäàìè 1, τ è íàéäèòå åå ïîëþñà.

152. Äîêàæèòå òîæäåñòâî

θ1(a+ b)θ1(a− b)θ1(u+ c)θ1(u− c)+ θ1(b+ c)θ1(b− c)θ1(u+a)θ1(u−a)

+ θ1(c+ a)θ1(c− a)θ1(u+ b)θ1(u− b) = 0.

153. Äîêàæèòå òîæäåñòâî

P (v)− P (u) = (θ′1(0))
2 θ1(u− v)θ1(v + u)

θ21(u) θ
2
1(v)

.

154. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ òýòà-ôóíêöèé â âèäå áåñ-
êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé:

θ1(u) = 2q
1
4 sin(πu)

∞∏
n=1

(1− q2n)(1− q2ne2πiu)(1− q2ne−2πiu),

θ2(u) = 2q
1
4 cos(πu)

∞∏
n=1

(1− q2n)(1 + q2ne2πiu)(1 + q2ne−2πiu),

θ3(u) =
∞∏
n=1

(1− q2n)(1 + q2n−1e2πiu)(1 + q2n−1e−2πiu),

θ4(u) =
∞∏
n=1

(1− q2n)(1− q2n−1e2πiu)(1− q2n−1e−2πiu).

155. Äîêàæèòå òîæäåñòâî θ′1(0) = πθ2(0)θ3(0)θ4(0).

156. Äîêàæèòå ôîðìóëû ìîäóëÿðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ τ → −1/τ :

θ1(u/τ,−1/τ) = −i
√
−iτeπiu

2/τθ1(u, τ),

θ2(u/τ,−1/τ) =
√
−iτeπiu

2/τθ4(u, τ),

θ3(u/τ,−1/τ) =
√
−iτeπiu

2/τθ3(u, τ),

θ4(u/τ,−1/τ) =
√
−iτeπiu

2/τθ2(u, τ).
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16. Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè

Çàäà÷è èç ýòîãî ðàçäåëà íå âîéäóò â èòîãîâûé êîíòðîëü.

℘-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ñ ïåðèîäàìè 2ω1, 2ω2 (Imω2/ω1 > 0):

℘(z) =
1

z2
+
∑
s ̸=0

( 1

(z − s)2
− 1

s2

)
, s = 2ω1n1 + 2ω2n2, n1,2 ∈ Z.

Ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè z = 0:

℘(z) =
1

z2
+

g2
20

z2 +
g3
28

z4 +O(z6),

g2 = 60
∑
s ̸=0

s−4, g3 = 140
∑
s ̸=0

s−6.

ζ- è σ-ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà: ζ ′(z) = −℘(z), σ′(z)/σ(z) = ζ(z),

ζ(z) =
1

z
−

∫ z

0

(
℘(x)− 1

x2

)
dx, log(σ(z)/z) =

∫ z

0

(
ζ(x)− 1

x

)
dx.

ζ(z) =
1

z
+
∑
s ̸=0

( 1

z − s
+

1

s
+

z

s2

)
, σ(z) = z

∏
s ̸=0

(
1− z

s

)
e

z
s
+ z2

2s2 .

ζ(z + 2ωα) = ζ(z) + 2ηα, σ(z + 2ωα) = −e2ηα(z+ωα)σ(z), ηα = ζ(ωα).
Âûðàæåíèå σ-ôóíêöèè ÷åðåç òýòà-ôóíêöèþ:

σ(z) = 2ω1e
η1z2/(2ω1)

θ1(z/(2ω1))

θ′1(0)
.

Ôóíêöèè sn, cn è dn:

snu =
θ3(0)

θ2(0)

θ1

(
u

πθ23(0)

)
θ4

(
u

πθ23(0)

) , cnu =
θ4(0)

θ2(0)

θ2

(
u

πθ23(0)

)
θ4

(
u

πθ23(0)

) , dnu =
θ4(0)

θ3(0)

θ3

(
u

πθ23(0)

)
θ4

(
u

πθ23(0)

) .
157. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ℘(z) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ

(℘′(z))2 = 4℘3(z)− g2℘(z)− g3.

158. Äîêàæèòå òîæäåñòâî ℘′′′(z) = 12℘(z)℘′(z).

159. Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèå 2η1ω2 − 2η2ω1 = πi.

160. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè x+ y + z = 0 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî∣∣∣∣∣∣
1 ℘(x) ℘′(x)
1 ℘(y) ℘′(y)
1 ℘(z) ℘′(z)

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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161. Âûðàçèòå

∣∣∣∣∣∣
1 ℘(x) ℘′(x)
1 ℘(y) ℘′(y)
1 ℘(z) ℘′(z)

∣∣∣∣∣∣ ïðè ïðîèçâîëüíûõ x, y, z ∈ C ÷å-

ðåç σ-ôóíêöèè.

162. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè x+ y + z = 0 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî(
ζ(x) + ζ(y) + ζ(z)

)2

= ℘(x) + ℘(y) + ℘(z).

163. Äîêàæèòå òîæäåñòâî

ζ(x− a1)− ζ(x− a2) + ζ(a1 − a2) = −1

2

℘′(x− a1) + ℘′(x− a2)

℘(x− a1)− ℘(x− a2)
.

164. Äîêàæèòå òîæäåñòâà

sn2 u+ cn2 u = 1, k2sn2 u+ dn2 u = 1,

ãäå k2 = θ42(0)/θ
4
3(0).

17. Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû ê ïðîìåæóòî÷íîé

êîíòðîëüíîé è èòîãîâîìó ýêçàìåíó

165. Êàê âûãëÿäèò (â áàçèñå 1, i) ìàòðèöà ëèíåéíîãî íàä R îòîá-
ðàæåíèÿ f : C → C, òàêîãî, ÷òî z 7→ f(z) ãîëîìîðôíî?

166. Â ÷åì ñîñòîèò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÷èñëà arg f ′(a) äëÿ ôóíê-
öèè f , îïðåäåëåííîé è ãîëîìîðôíîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè a ∈ C, ïðè
óñëîâèè, ÷òî f ′(a) ̸= 0?

167. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â çàìûêàíèè îáëà-
ñòè D ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, è ïóñòü f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè
D. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g : C \ ∂D → C, çàäàííóþ óðàâíåíèåì

g(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ζ)dζ

ζ − z
.

×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g âíóòðè è âíå îáëàñòè
D? Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ïðîäîëæèòü ïî íåïðå-
ðûâíîñòè íà âñþ ïëîñêîñòü?

168. Âûðàçèòå Res0f(5z)dz ÷åðåç Res0f(z)dz. Çäåñü f � ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ è ãîëîìîðôíàÿ â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z =
0.

169. Êàê ìîæåò âûãëÿäåòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà Ëîðàíà (ò.å.
ìàêñèìàëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, âî âñåõ òî÷êàõ êîòîðîãî ðÿä
Ëîðàíà ñõîäèòñÿ)? Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå îáëàñòè è ñòðîãî îáîñ-
íóéòå îòâåò.
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170. Ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â çàìêíóòîì êîëüöå A =
{z : 1 ⩽ |z| ⩽ 2}, à òàêæå ãîëîìîðôíà â îòêðûòîì êîëüöå A =
{z : 1 < |z| < 2}. Èçâåñòíû çíà÷åíèÿ f(z) ïðè |z| = 1 è |z| = 2.
Êàê íàéòè êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f â ðÿä Ëîðàíà â
êîëüöå A (âûâåäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû)?

171. Îïèøèòå ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê Res0

df
f
äëÿ

à) íåêîòîðîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f , èìåþùåé â òî÷êå z = 0
èçîëèðîâàííóþ îñîáåííîñòü;
á) íåêîòîðîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f , èìåþùåé â òî÷êå z = 0

ïîëþñ?

172. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà è ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0. Âåðíî ëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñòðî-
ãî îáîñíóéòå îòâåò)? Òî÷êà z = 0 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé îñîáåí-
íîñòüþ ôóíêöèè f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ôóíêöèè f(z)(1 + ef(z)).

173. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ðîñòêè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íå
äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü îòðåçêà [−1; 1] ñ íà-
ïðàâëåíèåì îò 1 ê −1:
(à) ðîñòîê ôóíêöèè 1/z â òî÷êå 1;
(á) ðîñòîê ôóíêöèè

√
z â òî÷êå 1, òàêîé, ÷òî

√
1 = 1.

174. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîãîçíà÷íîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f
ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: f îïðåäåëåíà è ãîëîìîðôíà âñþäó íà
C \ {0, 1}, ïðè÷åì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f â êàæäîé òî÷êå
z ∈ C \ {0, 1} âñþäó ïëîòíî â C.

175. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, îáîñíóéòå ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå ïðî âåùåñòâåííûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè.
Åñëè âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ u íåïðåðûâíà íà êîìïàêòíîì
ìíîæåñòâå K è ãàðìîíè÷íà âî âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà K, òî åå
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé ãðàíè÷íîé òî÷êå
ìíîæåñòâà K.

176. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè-
÷åñêèõ ôóíêöèé.

177. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé, ñ òî÷íîñòüþ äî
óìíîæåíèÿ íà ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó, êîíôîðìíîé ìåòðèêè íà
äèñêå {|z| < 1}, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî âñåõ êîíôîðìíûõ àâ-
òîìîðôèçìîâ äèñêà.
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178. Íàéäèòå ãèïåðáîëè÷åñêóþ ìåòðèêó íà ïðîêîëîòîì äèñêå {0 <
|z| < 1}. Ïîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ
îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåòðèêè êîíå÷íà.

179. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé fn : U → C íà
îáëàñòè U ⊂ C ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ ê ôóíêöèè f :
U → C. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäíûå f ′

n ñõîäÿòñÿ (ðàâíîìåðíî íà
êîìïàêòàõ) ê ïðîèçâîäíîé f ′.

180. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2026 ñõîäèòñÿ ðàâ-
íîìåðíî íà êîìïàêòàõ íà âñåì C. Ìîæåò ëè ïðåäåë ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè áûòü ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 2025? À ìîæåò ëè îí áûòü
ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 2027? À ìîæåò ëè îí âîîáùå íå áûòü ìíîãî-
÷ëåíîì? Ñòðîãî îáîñíóéòå îòâåòû.

181. Ñóùåñòâóåò ëè êîíôîðìíûé èçîìîðôèçì ìåæäó H \ {i, 2i}
è H \ {i, 3i}, ãäå H = {z : Im(z) > 0} � âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü?
Ñòðîãî îáîñíóéòå îòâåòû.

182. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ðèìàíà îá îòîáðàæåíèè è ïðèíöèïîì ñî-
îòâåòñòâèÿ ãðàíèö, ïîñòðîéòå ãîëîìîðôíîå íàêðûòèå p : {|z| <
1} → C \ {−1, 0, 1}. Âûâåäèòå, ÷òî íà C \ {−1, 0, 1} èìååòñÿ ãèïåð-
áîëè÷åñêàÿ ìåòðèêà.


